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Im AnschluB an verschiedene Arbeiten*** tiber das F-Zentrum wird ein Modell des verwandten
Fa-Zentrums entworfen. Es geht von der Vorstellung aus, daBl das Fremdion durch einen klassi-
schen Polarisationsdipol beschrieben werden kann. Mit diesem Modell kann die Aufspaltung der
Absorptionsbanden und der Dichroismus bei der Absorption quantitativ erklirt werden. Ebenfalls
erhilt man das Zusammenfallen der Emissionsbanden und eine qualitative Erkliarung des leichten
Dichroismus bei der Emission. Die Anpassung an das Experiment geschieht durch ein Yukawa-
dhnliches Potential fur die Liicke, das auf das F-Zentrum angewandt auch dort eine Anpassung
erlaubt, die unmittelbare physikalische Bedeutung erhilt. Durch Ankopplung des F4-Zentrums
an Storschwingungen des Gitters gelingt es, die Halbwertsbreiten der Banden und dadurch diese
selbst in guter Ubereinstimmung mit dem Experiment zu berechnen.

Das Fj-Zentrum wurde in den letzten Jahren in
zahlreichen Arbeiten experimentell untersucht.
HArTeL und LUTY! erkannten seine nahe Ver-
wandtschaft mit dem F-Zentrum und fithrten die
Bezeichnung Fj-Zentrum fir das anfangs unter
dem Namen A-Zentrum bekannte Storzentrum ein.
Die Arbeiten von LUTYy et al.2:3 sind besonders
hervorzuheben, weil sie erstmals ein konsequentes
Modell entwickeln, das allen bisherigen experimen-
tellen Ergebnissen gerecht wird. Wir wollen deshalb
dieses Modell unserer Untersuchung zugrundelegen.

§ 1. Modell

Das Fa-Zentrum ist wie das F-Zentrum ein an
einer Anionenliicke eines Tonenkristalls lokalisiertes
Elektron. Im Gegensatz zum F-Zentrum, in dessen
Nachbarschaft das Kristallgitter ungestort ist, ist
beim KFa-Zentrum ein unmittelbar benachbartes
Wirts-Kation durch ein Fremdkation ersetzt. Beim
F-Zentrum sind daher vom Storzentrum aus alle
Symmetrieoperationen des kubischen Gitters —
auller der Translation natirlich — weiterhin er-
fullt. Seine Anregungszustinde sind nach den
kubischen Kristallachsen orientiert und energetisch
entartet. Beim Fj-Zentrum ist die Symmetrie
wesentlich gestort: Wegen des Fremdkations fallen
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zwei vierzihlige Drehachsen fort. Das bedeutet, da3
dieses Storzentrum eine Vorzugsrichtung besitzt,
die wir mit ,,Achse” des F4-Zentrums bezeichnen
wollen. Seine Anregungszustinde, die im Wesent-
lichen die Symmetrie einer 2p-Wasserstoffunktion
besitzen, sind ebenfalls nach den kubischen Kristall-
achsen orientiert, jedoch sind nur noch die zur
Achse senkrechten Zustinde ps und ps entartet,
wihrend der in Zentrenachse liegende Zustand p;
energetisch niedriger liegt. Optische Uberginge aus
dem Grundzustand s — er besitzt im wesentlichen
die Symmetrie einer 1s-Wasserstoffunktion — in
die Zustinde po und ps fihren zu der F-Zentren
dhnlichen Fjo-Bande. Ebenso zwanglos lait sich
der Ubergang s—p; der Fa-Bande zuordnen.
Diese Struktur fihrt zu einem dichroitischen Ver-
halten bei der Absorption. Sind z.B. alle Zentren
in (100)-Richtung orientiert, so zeigt unpolarisiertes
Licht aus dem Bereich der Fs;-Bande nach Durch-
gang durch den Kristall in (001)-Richtung einen
Dipolanteil in (010)-Richtung. Denn nur der Licht-
anteil, dessen (-Vektor in (100)-Richtung liegt,
kann absorbiert werden.

Bei der Emission wird eine Aufspaltung nicht
beobachtet. Jedoch tritt auch hier ein geringer
Dichroismus in Achsenrichtung auf, der von der
Anregungsart unabhingig ist. Dies legt die Vor-
stellung nahe, dal} das Elektron aus den Zustinden
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p1, p2 und p3 zunédchst in relaxierte Zustinde pir,
per und ps; lbergeht, die energetisch sehr nahe
benachbart sind. Der Dichroismus wiirde dadurch
erklart, dall p;r energetisch geringfiigig niedriger
liegt als por und pgr, so dall pir im Mittel stiarker
besetzt wire als die beiden anderen relaxierten
Zustinde. Der Ubergang in den Grundzustand
miilte tiber drei weitere Zwischenzustinde sq, s»
und s3 ablaufen, wobei s; und ss bzw. s3 denselben
Energieabstand haben miissen wie pir und por
bzw. psr. Wir konnen unser Modell in folgendem
Schema zusammenfassen :

Leitungsband
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(Absorption) Valenzband ( Emission)

Abb. 1. Schematische Darstellung der Energieniveaus, wie

wir sie erwarten miissen, um das Absorptions- und

Emissionsverhalten des Fj-Zentrums qualitativ erklidren
zu konnen.

Dieses Modell, das das Absorptions- und Emis-
sionsverhalten qualitativ erklért, soll durch unsere
Rechnung bestétigt werden. Dariiberhinaus wird

die Lage der einzelnen Banden quantitativ be-
stimmt.

§ 2. Ansatz

Wir gehen von der Schrodinger-Gleichung fir
den Gesamtkristall aus und fihren in bekannter

h2 e2
H=— 2m er

Dabei steht

A——+TV(,Ri)+ URy) + Vi, Ri, v1).

Weise4 die erste und die zweite adiabatische Néhe-
rung durch. Die erste adiabatische Niaherung macht
von der Tatsache Gebrauch, dal3 sich die Ionen
wegen ihrer groleren Massen wesentlich langsamer
bewegen als die Elektronen. Man kann deshalb
durch einen Produktansatz fiir die Gesamtwellen-
funktion das Gitterproblem von dem Elektronen-
problem teilweise entkoppeln, wobei eine indirekte
Abhéngigkeit der Teilsysteme erhalten bleibt: das
Elektronenpotential ist eine Funktion der Momen-
tanlagen des Gitters, und in die Gittergleichung geht
die Elektronenenergie als Potential ein. Durch die
zweite adiabatische Néherung entkoppelt man in
analoger Weise das Storstellenelektron von allen
anderen Elektronen. Hierbei wird angenommen,
daB} sich die Kristallelektronen erheblich schneller
bewegen als das Storstellenelektron. Eine Ab-
schiatzung der mittleren Geschwindigkeiten der
Elektronen zeigt, daf dies gerechtfertigt ist5.

Die Gittergleichung wurde schon in fritheren
Arbeiten® erfolgreich behandelt. Diese Rechnungen
am F-Zentrum behalten fiir das Fy-Zentrum ihre
Giiltigkeit. Die Vielelektronengleichung lassen wir
hier ganz auller Betracht, da wir in unserer Unter-
suchung die Existenz von Kristallbandern als
gegeben ansehen und tiber ihr Zustandekommen und
ihre Struktur keine Aussagen machen wollen.
SchlieBlich bleibt noch die Einelektronengleichung
iibrig:

H yn (v, Ri) = Enyn(r, Ri). (2.1)

Dabei ist die Elektronenwellenfunktion noch eine
Funktion der jeweiligen Lage des Gitters ;. Fur
den Hamilton-Operator kénnen wir schreiben:

(2.2)

— (h2/2m) A fir die kinetische Energie des Elektrons,

—e2eT fir das abgeschirmte Coulomb-Potential der Gitterliicke 7,
V(x, Ri) fir die Wechselwirkung des Elektrons mit dem Gitter,
U (N;) fir die Wechselwirkung der Gitterteilchen untereinander,

Vi(r, Ni, r1) fur die zusiatzliche Wechselwirkung des Elektrons bzw. des Gitters mit dem gegen ein Wirts-
Kation ausgetauschten Fremd-Kation und

t, Ri, 1

4 H.Stumpr, Quantentheorie der Tonenrealkristalle, Sprin-
ger-Verlag Berlin 1961. — H. StumpF u. M. WAGNER,
Z. Naturforsch. 15a, 30 [1960] und M. WAGNER, s. 3.

5 M. WacGNER, Z. Naturforsch. 15a, 889 [1960]; M. Wag-
NER, Z. Naturforsch. 16a, 302 [1961].
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6 H. StumpF, Z. Naturforsch. 12a, 153 [1957]; H. StumPF,
Z. Naturforsch. 12a. 465 [1957]; H. STumPF u. M. Wac-
NER, Z. Naturforsch. 15a, 30 [1960] sowie M. WAGNERS.

7 Die Abschirmung ist eigentlich eine Funktion von r:
e = ¢(r). Dies soll in Paragraph 4 genauer untersucht
werden. Vorldufig soll ¢ als Konstante behandelt werden.
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Zur Beschreibung des Kristallgitters gibt es drei
Moglichkeiten :

1. Das Gitter wird atomistisch beschrieben, wobei
die Tonen entweder als geladene Gitterpunkte auf-
gefalit werden, denen man eine klassische Ab-
stoBBungskraft zuschreibt, oder sie werden quanten-
mechanisch behandelt.

2. Man beschreibt die Umgebung der Storstelle
atomistisch und schliet aullerhalb einer Kugel ein
Kontinuum an.

3. Der Kristall wird als polarisierbares Kontinu-
um behandelt, wie es FrOHLICH® und PEKAR?
erfolgreich eingefithrt haben. Das Storstellenelek-
tron spiihrt den Kristall nur als Polarisationswolke.

In dieser Reihenfolge kommen die drei Moglich-
keiten der Wirklichkeit nahe.

Zu 1. Eine konsequente Durchfithrung des ato-
mistischen Modells zumal in quantenmechanischer
Behandlung der Tonen wiirde die exakte Losung des
Problems liefern. Hieran kann jedoch wegen des
damit verbundenen Aufwands nicht gedacht werden.

Bei der atomistischen Berechnung hochsym-
metrischer Probleme10 zeigte sich jedoch, dafi im
Fall einer stark an der Liicke konzentrierten
Elektronendichte der Einflu der weiter entfernt
liegenden Ionen auf das Storstellenelektron rasch
abnimmt, so dall der Gedanke, nur die unmittelbare
Nachbarschaft der Storstelle atomistisch zu be-
handeln, naheliegt.

Zu 2. Wir betten die Storstelle in eine Kugel ein,
in deren Innerem wir die Ionen atomistisch be-
schreiben, und schlieBen aullen ein Kontinuum an.
Aus ENDOR-Experimenten 1! wissen wir aber, daf}
der Anregungszustand des F-Zentrums relativ weit
iber das Gitter ausgebreitet ist, was natiirlich fir
das Fj-Zentrum wegen seiner Ahnlichkeit mit dem
F-Zentrum ebenso gelten mufl. Das hat zur Folge,
daBl etwa die Forderung, die Kugel solle einen
Kubus von vier Gitterabstinden enthalten, eine
Minimalforderung darstellt, die nicht sinnvoll unter-
schritten werden kann. Denn in dem Fall wiirde die
Kugel mit Sicherheit die Elektronendichte so ab-
schneiden, daf} ein erheblicher Anteil in das Konti-
nuum fiele. Da aber der Anschluf} des atomistischen
Gitters an das Kontinuum nicht unkritisch ist, wiirde

8 H.FruricH, in Polarons and Excitons, Scottish
Universities’ Summer School 1962, Edinburgh-London
1963, S. 1.

9 S. 1. PEakaRr. Untersuchungen iiber die Elektronen-
theorie der Kristalle, Akademie-Verlag, Berlin 1954.

ein solches Vorgehen dem Problem am wenigsten
gerecht.

Bei einem hochsymmetrischen Zentrum wie etwa
einem F-Zentrum, bei dem sich das Elektron im
Grundzustand befindet, kann die Anzahl der explizit
zu beriicksichtigenden Freiheitsgrade radikal ver-
mindert werden, wenn man die volle Symmetrie
ausnutzt. In unserem Fall entfallen jedoch gegen-
iiber dem F-Zentrum zwei vierzahlige Drehachsen
durch die asymmetrische Anordnung des Fremdions.

Wenden wir uns nun dem genannten Beispiel
eines Kubus mit der Kantenlinge von vier Gitter-
abstinden zu! Er enthdlt 125 Teilchen mit ins-
gesamt 375 Freiheitsgraden. Denken wir an den
Anregungszustand, der senkrecht zur Achse orien-
tiert ist, so gelingt es durch Ausnutzung der ver-
bleibenden Symmetrieoperationen, das Problem auf
104 explizit zu beriicksichtigende Freiheitsgrade zu
reduzieren. Bedenken wir aber, dall wir zum Auf-
finden der Gleichgewichtslage des Teilchens (1) bei
einer kleinen Auslenkung des Teilchens (2) ca. 5000
verschiedene  Wechselwirkungsterme berechnen
miiliten, so sehen wir, da3 der Aufwand schon bei
diesem Modell, das so wenige Gitterteilchen in die
atomistische Rechnung einbezieht, enorm ist. Die
berechnete GroBlenordnung ist so tiberwéaltigend.
daf} es uns nicht storen soll, dafl wir an Stelle einer
Kugel einen Kubus diskutiert haben.

Ein solches Modell, das nur fiir wenige Gitter-
abstdnde atomistisch angesetzt wird, hat gegeniiber
dem rein kontinuumstheoretischen so wenige Vor-
teile, dafl der damit verbundene erhebliche Mehr-
aufwand nicht gerechtfertigt scheint. Daher haben
wir uns entschlossen, das Kristallgitter als reines
Kontinuum zu beschreiben.

Zu 3. Der Kristall wird durch die Polarisation
reprasentiert, die wir formal durch die Dipoldichte
B (¢') ausdriicken. Diese Beschreibung wurde von
PexAr? mit Erfolg verwendet, wobei das makrosko-
pische Verhalten eines Dielektrikums als Vorbild
diente. Bei der Beurteilung dieses Modells sollte
berticksichtigt werden, dafl wir Energieniveaus und
Absorptions- und Emissionsbanden berechnen wol-
len, nicht aber solche Effekte, bei denen die quanten-
mechanische Wechselwirkung des Elektrons mit

10 T.. Ker~-BavuscH, Z. Naturforsch. 21a, 798 [1966].
11 H. Pick, in ..Ergebnisse der exakten Naturwissen-
schaften® 38, 1 [1965].
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seinen Nachbarn eine Rolle spielt. Schon in der
Wagnerschen Rechnung? zeigte sich, daf} ein solches
kontinuumstheoretisches Vorgehen zwar nicht zu
einer parameterfreien Theorie fithrt, jedoch sehr
wohl zu quantitativen Aussagen, die in guter Uber-
einstimmung mit optischen Experimenten stehen.

Wir schreiben den Hamilton-Operator in folgen-
der Form an:

h2 2
Hz"2n74‘—%+ V() +U(B) + Vi(r, 11). (2.3)

Dabei bedeuten
r -1 ,
Vig)=—e f P(x P dz

das Wechselwirkungspotential mit dem Gitter12,
27 ) L. 1 1
U =" [1PERar mit o=y —

die Polarisationsenergie — beide Ausdriicke haben
wir von PEKAR® iibernommen —, Vi(r,r;) das
Wechselwirkungspotential zwischen dem Fremd-
kation in t; und dem Elektron bzw. der Polarisation
P ().

Es erhebt sich nun die Frage, in welcher Weise
dieses Fremdkation hier in die Rechnung eingefiihrt
werden soll. Die Coulomb-Wechselwirkungen blei-
ben beim Austausch zweier Ionen gleicher Ladung

(2.4)

(2.5)

unverdndert erhalten. Dagegen dndert sich die
Dipolwechselwirkung und das Abstofungspotential,
da hieran die Elektronenhiille der Ionen wesentlichen
Anteil hat. Da das Elektron relativ weit aus-
gebreitet ist, nehmen wir an, dafl die AbstoBungs-
krifte wegen ihrer kurzen Reichweite keinen
wesentlichen Beitrag zur Energie liefern. Wir lassen
sie deshalb unberticksichtigt. Allein eine zusétzliche
Dipolwechselwirkung wollen wir als charakteristisch
fiir das Fremdion ansehen. In unserer Darstellung
bedeutet das, dal die Umgebung von r; eine ver-
anderte Polarisierbarkeit erhidlt. Das bewirkt hier
eine zusétzliche Dipoldichte, die wir zu dem Punkt-
dipol m; in r; zusammenfassen wollen. Dieser zu-
séitzliche Polarisationsdipol, der hier allein das Fj-
Zentrum vom F-Zentrum unterscheidet, wird von
dem elektrischen Feld an der Stelle r; erzeugt. Wir
nehmen an, dafl das lineare Polarisationsgesetz

m; = 0(@(1'1) (2~6)

hinreichend gut gilt, wobei m; das Dipolmoment
und «13 eine Polarisationskonstante ist. Zur Berech-
nung von ¥V (x, r1) gehen wir vom elektrischen Feld
des Elektrons und der Polarisation aus:

Die potentielle Energie eines Polarisationsdipols ergibt sich zu:

Vi, 1) =

— g € |E=—3 [Vlf‘B

E(e) = — vlf ‘B(r’)f];f%lsdf' —e%:ﬂ?'
(2.7)

4 u—r [? 2.8
r—r|3t+e]r1 R (2.8)

§ 3. Statisches Gleichgewicht
a) Die Polarisation im Gleichgewicht mit dem Storzentrum

Die Elektronenwellenfunktionen y, (v, ‘B) hingen von den momentanen Lagen des Gitters ab, die durch
die Polarisation 3(t') charakterisiert werden. Dies ist eine Folge der adiabatischen Naherung. Wir wollen
spater Vergleichsfunktionen einfithren, die wir durch Minimalisierung der Energie beziiglich der in sie
eingehenden Funktionsparameter o dem Problem anpassen. Die Abhangigkeit von B geht dabei durch die
an ein, die ihrerseits von 8 abhingen. Deshalb wollen wir die Wellenfunktion schon hier in der Form
Wn(r, on) anschreiben.

Wir greifen nun auf unsere Einelektronengleichung (2.1) zuriick und bilden mit unserem Hamilton-
Operator (2.3) den Energieerwartungswert:

e . 2 "9 ’
By = —g [Wn f’“n)dwn(r,an)dwri/[qg )2 dz
_efl’/’n t aﬂ)|2[ﬂ: —-7|3dr dT_,,ezflwnrsanl .
r
_§/|’Pn Gl {V1/$ () ey = r|3 de’ +-e- Ir rls} dr.

12 Obwohl wir im Kontinuum rechnen, wollen wir das
Wort Gitter synonym verwenden.

13 4 ist ein Parameter dieser Theorie.
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Zur Abkiirzung fihren wir den Vektor

H. WILLE

Ok fuly s T—T
on(t) = e/l#’n(f’ Otn)" =4 dr (3.2)
ein. Damit ergibt sich 14
2
Ey=— 2nz /w“ (v, otn) A"/Jn(r on) dt + £ /[\L
n 2
/311 ] "l "ydt’ *% |L’E’xni'dr (3.3)
— 5 (Vl/‘l —5 |3 dT> — 2 Jn(11) " VI/SE(Y :1::”|3’dl’l +e2/ |li/'rn(i::|)l'dt

Die noch unbekannten Funktionen wyp (v, «n) und
R (r') konnen durch unabhangloe Variation von £,
nach Yn (v, on) und P (r') bestimmt werden. Dieses
Verfahren wird von PERARQ angegeben, und wir
wollen nur die wichtigsten Gedanken referieren.
Halten wir zundchst 8 (v") fest, so haben wir das
ganz normale Variationsproblem der Quanten-
mechanik vor uns, das es uns gestattet, die Wellen-
funktion yy (r, oy) und die Energie £y, zu berechnen.
In der adiabatischen Niherung geht nun, wie
erwihnt, die Energie des Einelektronenproblems als
Potential in die Gittergleichung ein. £ hingt nun
noch von der — festgehaltenen — Polarisation
B (r') ab. Denken wir der Einfachheit halber an eine
klassische Behandlung der Ionen, so erhalten wir
das statische Gleichgewicht der Tonen, wenn wir die
kinetische Energie gleich Null setzen und die
potentielle Energie der Ionen und damit also Fy
nach ¥ (v") variieren. Daraus bekommen wir Ly (1)
als Funktion von vy (v, on), weshalb wir die Polarisa-
tion mit dem Index n versehen. Die Polarisation
B (v') ist charakteristisch fir das Gleichgewicht des
Gitters, wenn sich das Elektron im Zustand n
befindet. Wir konnen diese Polarisation nun in die
Elektronenenergie £, einsetzen, so daf} £y nur noch
von n(r,on) abhidngt. Durch Variation nach
wn(r, on) konnen wir die Elektronenzustinde be-
stimmen, die sich mit dem statischen Gitter im
Gleichgewicht befinden.

Durch unabhéngige Variation der Energie E,
nach ¥ (1') und anschliefend nach yp (v, on) kénnen
wir also die Polarisation ,(x") des statischen
Gleichgewichts und die Energieerwartungswerte
Epn und Wellenfunktionen (v, oun) bestimmen.

\Un T, 171){ Als

|t — 1|
Abschneideradius 79 kann z.B. der Tonenradius ge-
wihlt werden.

15 Wir fithren die Variation schrittweise durch, um (3.6)
in dieser Form definieren zu koénnen. Im Anhang I11

14 Das Integral / dr divergiert in 11.

Unser Problem erfordert zusitzlich eine schritt-
weise Durchfithrung der Variation nach ‘R(v").
Zunéchst setzen wir « = 0 und erhalten dadurch
das ungestorte F-Zentrum. Nun variieren wir B
nach P (v") bei festgehaltenem 1wy (v, «y) und be-
kommen fiir die Polarisation

B ’ 4

%F(r ) = 4

Der Index F soll andeuten, dal} es sich hier um die

Polarisation handelt, die durch das reine F-Zentrum
ohne Zusatzdipol zustande kommt.

In dieses vorpolarisierte Gitter setzen wir nun
unseren Zusatzdipol m;. Dadurch wird sich eine
zusitzliche Polarisation ; (1) ergeben, so dafl wir
fir die Gesamtpolarisation schreiben konnen:

° q(v)

B') = Br(r) + P1(t) = SO) + P ().

Dabei haben wir angenommen, daf} sich die Polari-
sationen, die auf die verschiedenen Urspriinge
Elektron und Dipol zuriickgehen, superponieren
lassen. Uber die zusitzliche Polarisation wollen wir
nun die Vereinbarung treffen, dal} innerhalb einer
Kugel mit dem Radius rp um 1; die gesamte zusitz-
liche Dipoldichte auf den Punktdipol m; kon-
zentriert ist, wihrend ;(r') nur aullerhalb dieser
Kugel von Null verschieden ist:

{ﬂs;(r’)
0

— (). (3.4)

(3.5)

fiir |r1~r'|>ro,

]rl-r'| §7‘0. (36)

PBi(r') =

Wir miissen dies verlangen, da sonst die Wechsel-
wirkungsenergie zwischen my und 3y (v'), die sich ja
gegenseitig erzeugen, divergiert 15, Lm (ldh statische

wird gezeigt, daB ein Abschneideradius eingefiihrt wer-
den muB. Die Aufspaltung der Polarisation ist ein etwas
umstindliches Verfahren, das jedoch den Vorteil hat,

daB in jedem Stadium der Rechnung der Ubergang zum
F-Zentrum leicht maoglich ist. Es 1aBt sich aber zeigen,
daBl ein genereller Abschneideradius mathematisch
dquivalent ist.
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Gleichgewicht zu berechnen, setzen wir R(t') in
Gl. (3.3) fur den Energieerwartungswert ein und
variieren nach ‘;(v). Dabei wird die Vorpolari-
sation festgehalten. Es ist hier deshalb moglich die

Variation nach R (r') schrittweise durchzufiihren,
weil wir die Gultigkeit des Superpositionsprinzips
fir die beiden Polarisationsanteile vorausgesetzt
haben.

Wir erhalten:
4' l r
6$1(r’)E:/[ :‘ Pi(r f(‘B } 4

+oc\5n(r1) V1 lf —_v |3] 6‘491

t T = I‘
( )) V1 |1‘1 I'NI?’ g |rl
=0. (3.7)

Die Ableitung dieser Gleichung wird im Anhang I ausfihrlich behandelt. ;(x") ist aus den genannten
Grinden nur im AuBenraum der Kugel von Null verschieden, deshalb kann auch nur im Aufenraum

variiert werden.
Da P (r
B1 (") die Integralgleichung16:

') ein beliebiger Vektor ist, muf} die eckige Klammer verschwinden. Daraus ergibt sich fiir

T ’ n r C ~ 2 I — L ’ 1 — T1 =i
‘Ll(r)_a/<ﬂ-’1(r )“"H\Sn(r ))'VI’IE’;:N'ng ‘V1'|r1 |3 +°(\5n(r1) V1ll‘ r|3:O-
(3.8)
Als Losung erhalten wir:
B- n—r o
‘Bl(r):{ Snlta) Ve gy s iR (3.9)
0
mit
___ac 1l—c¢ 2
B= A 7177;7(}0;37 und ﬂ = *370'3" . (3].0)
Dies setzen wir nun wieder in Gl. (3.3) fiir den Energieerwartungswert ein:
n (0, %n
Ba=— o [ (0w dyn(t, n) dv — e2 [ 122020 g (3.11)
9 'n (T, %n c 2oy
— e [l g o [ maerar — (54 g B0 —0)- @S,
Der Weg der umfangreichen Rechnung, die zu diesem Ergebnis fihrt, ist im Anhang IT aufgezeigt.
Gegentiber dem F-Zentrum ist der Ausdruck
o ) c Ao
— 5 e ‘I’t o ii—dr - (; + 5 B(l— c)> < e2[Jn (11)]2 (3.12)

zur Energie hinzugekommen.

Nun muB nach ynp(r, an) variiert werden. Wir fiihren fiir y, Vergleichsfunktionen ein und wilzen die
Variation nach g, auf eine Variation nach den Funktionsparametern oy ab.

b) Lésung der Einelektronengleichung

Die Losungsfunktionen der Schrodinger-Glei-
chung konnen nach einem vollstindigen System
orthogonaler Funktionen entwickelt werden. Da wir
vom F-Zentrum wissen, dafl die Wasserstoffwellen-

16 Zum Losungsansatz s. Anhang I11.

funktionen gut gendherte Losungen sind, wollen wir
sie auch hier verwenden, wobei wir die Entwicklung
mit der 2s-Funktion abbrechen:

5
> pi(rof) (3.14)

i=1

Yo (v, an) = yn(r, ¢}, of) =
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mit
o a13/?
Yl o) =
o23/2

Pa(r,me) = )

,e—our

~rcosPe2"

& agd/2 .
w3 (v, o3) = “Ym rsin deospe ™" (3.15)
- og2/2 : :
Ya(r, oq) = “n rsin Jsin g e—*7

% a5/

w5 (T, o5) = . Ol —oy5r)e >,
Wir haben (v, «1) und ys5(r, as) dadurch ortho-

gonalisiert, dafl wir
a1s = (o1 + a5)/3

gesetzt haben. Der Faktor

sorgt dafir, dal vs(r, x5) normiert ist. Wir haben
schon darauf hingewiesen, dafl die Funktions-
parameter o; von den momentanen Auslenkungen
des Gitters abhidngen. Wir kénnen sie aber um die
statischen Gleichgewichtslagen entwickeln. Da die
dynamischen Auslenkungen im Fall des statischen
Gleichgewichts gleich Null zu setzen sind, erhalten
wir
o=ad.

Den Index 0 wollen wir im folgenden wieder fort-
lassen.

Wir wollen nun die Variation des Energie-
erwartungswertes Ep nach vy (1, ¢;, o;) durchfithren.
Wie schon angedeutet wilzen wir sie auf die Varia-
tion nach allen ¢; und «; ab. Einsetzen von yy(r, ¢;, %)

C = [(of — ay a5 + a3)/3]71/2 in E, liefert:
E= z Ilz(']k ciCr + Z Vikim Ci Ck CiCm (3.16)
ik iklm
mit
o " [~ . 3 e[ *ilr ou) pu (o) __2_/@,*i(r,ai>¢k(rl@d (3.17)
k= T 9m y; (v, 00)p Ag (v, o) dr — = - = T 2 [t — 11 T s
und
i (
Vikim = — €25 — /f e % ) ety j‘r)i’r ff?f)i'"l 1om) g2 dv (3.18)
-i T, o ) ~*ra )~m(ra m)
= <"2* + 2,{ B(1 — c))-ez{f £ !ra_)}g];}k) (vt —11) der L (]:f_y;':, T rl)dr}.

Da die Ergebnisse auf einer elektronischen Rechen-
anlage berechnet werden, ist es zweckmiBig, die
Variation nach «; durch die direkte Bestimmung des
Minimums zu ersetzen, da dies wesentlich geringe-
ren Aufwand bedingt.

Die Variation der ¢; fiihrt auf ein nichtlineares
Eigenwertproblem. Wir wollen nun zeigen, wie es
auf ein Ritzsches Problem zuriickgefiihrt werden
kann. Die Nichtlinearitét resultiert daraus, daf3 das
Elektron sein eigenes Potential selbst erzeugt. Das
entspricht einem selfconsistent problem wie bei
Hartree-Fock. Wir konnen nun so vorgehen, daf}
wir zur Erzeugung des Potentials eine moglichst gut
angepalite Funktion verwenden, indem wir in (3.16)
¢ = ¢ und ¢, = ¢, mit geeigneten ¢} und ¢f, setzen
und die Summe tber / und m ausfihren. Wir
definieren:

Hi =3 Vieime] 5, (3.19)

im
Setzen wir (3.19) in (3.16) ein, so erhalten wir:
E:z]lik(’i(‘k (320)
ik

mit
Hy = HY + Hj,.
Fiihren wir noch die Nebenbedingung

Zéikcickz 1 (321)
ik

ein, so konnen wir das Ritzsche Verfahren anwen-
den. Aus den Losungsvektoren suchen wir uns den-
jenigen, der am besten mit dem Vektor ¢ = {c}'}
ibereinstimmt, setzen ihn zur Berechnung des
Potentials ein und wenden wieder das Ritzsche
Verfahren an. Stimmt der alte Vektor ¢0 mit dem
neuen Vektor ¢ iiberein, so haben wir eine selbst-
konsistente Losung gefunden.

Dieses Vorgehen liefert uns die relaxierten
Elektronenzustinde, d.h. die Zustinde, mit denen
sich das Gitter im Gleichgewicht befindet. Da das
Gitter entsprechend den Voraussetzungen der
adiabatischen Néherung wegen der grollen Ionen-
massen gegeniiber dem Elektron als trige anzu-
sehen ist, ist aber der direkte Ubergang z. B. bei der
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Absorption oder Emission zwischen den relaxierten
Zustinden ausgeschlossen. Denn das wirksame
Potential, das wesentlich vom Gitter beeinfluBt wird,
hat fiir diese Zustinde eine andere Gestalt. Wir
miissen also annehmen, daf3 das Gitter wihrend des
Elektroneniibergangs ruht. Das bedeutet, daB sich

das Elektron auch nach dem Ubergang noch in dem
Gleichgewichtspotential des Ausgangszustands be-
findet. Erst in dem anschlieBenden Relaxations-
prozel3 begibt sich das Gitter in seine neue Gleich-
gewichtslage. Wir nennen die beschriebenen Zwi-
schenzustiande deshalb ,,unrelaxiert®.

In unserem Modell wird die Lage des Gitters durch die Polarisation 3y (t') beschrieben. Um die unrelaxier-
ten Zustinde zu berechnen, miissen wir die Polarisation des relaxierten Ausgangszustandes Py (t’) in

Gl. (3.3) fiir den Energieerwartungswert einsetzen:

hz * 2 ni\ts 4n 2
En=— Tm/%(n an) Ayn (t, an) dT — fe /~| L (rralrlf dr
2
— B g [ Il 'I”r“(”’ :ff)l dv + 5= f [Po (t)]2de" — f S (t))  Pur(v) de’ (3.22)

_r,

— 2
_%‘,[f qgn'(rl)‘VIT:ﬁdT’} +“3n(f1)fﬂ3n'(rl)'V1 ’lg_?]@dr’.

Der Index n bezieht sich auf den unrelaxierten Zustand.

Damit erhalten wir fir die unrelaxierten Zustinde
ein lineares Eigenwertproblem, das wir direkt mit
dem Ritzschen Verfahren losen konnen.

Die Untersuchung der Gitterdynamik in § 5 zeigt,
dal die Differenz zwischen den Energien des
unrelaxierten Zustands und des zugehérigen relaxier-
ten Ausgangszustands charakteristisch fiir die Lage
des Maximums der Ubergangsbande ist.

§ 4. Numerische Auswertung der Gitterstatik

a) Rechenverfahren und Anpassung

Wir haben zundchst das in §3 beschriebene
Iterationsverfahren verwendet, indem wir einen
Satz von Koeffizienten ¢; und einen Satz von Funk-
tionsparametern o; vorgaben. Um auszuschlielen,
daf3 durch ungeschickte Wahl der Anfangswerte ein
Nebenminimum gefunden wird, wurden alle denk-
baren Kombinationen durchgespielt. Die GroBen-
ordnung konnte den Rechnungen von WAGNERS
entnommen werden. Es zeigte sich, dafl unabhangig
von der Wahl der Anfangswerte die angesetzten
Funktionen selbst in guter Naherung Losungen
sind. Wir erhielten z. B. fiir den Grundzustand eine
1s-Funktion mit einem Anteil von 1,5% 2p-Funk-
tion (c2p/c1s = 0,015). Entsprechendes gilt fiir die
Anregungsfunktionen. Dieses Ergebnis entspricht
nicht unseren Erwartungen, da doch die asymmetri-
sche Einlagerung eines Zusatzdipols auf einem
Nachbarplatz der Liicke eine erhebliche Storung der
Kugelsymmetrie, die den Wasserstoffunktionen zu-

grundeliegt, darstellt. Dagegen finden wir eine deut-
liche Abweichung des Funktionsparameters ap; von
ape. Die Funktionsparameter konnen als ein Mal}
fir die Ausdehnung der Wellenfunktion angesehen
werden. Es zeigt sich, dafl die Anregungsfunktion,
die in Achsenrichtung liegt, stirker an der Liicke
konzentriert ist als die beiden anderen1?.

Da das Rechnen mit dem vollen Ansatz fiir die
Wellenfunktionen sehr viel Rechenzeit in Anspruch
nimmt, haben wir auf die geringen Beimischungen
zu den reinen Funktionen verzichtet und fiir den
Grundzustand bzw. fiir die Anregungszustédnde reine
1s- bzw. 2p-Funktionen angesetzt.

Die Energien, die sich aus der Rechnung am
Modellfall des KCl : Na F, -Zentrums ergeben, liegen
im Verhéltnis zueinander genauso wie die experi-
mentellen Ergebnisse. Insbesondere ergibt sich gute
Ubereinstimmung fiir das Verhiltnis der Maxima
der Absorptions- und Emissionsbanden. Auch die
erwartete Aufspaltung der beiden Absorptions-
banden und das Zusammenfallen der beiden Emis-
sionsbanden, die den beiden verschiedenen An-
regungszustinden p; und ps bzw. ps zuzuordnen
sind, ergibt sich richtig. Jedoch sind alle Energien
um einen Faktor 2 zu klein. Dies entspricht der Er-
fahrung, die M. Wagner am F-Zentrum machte.
WaGNERS fiihrte einen Anpassungsparameter in die
Theorie ein: die effektive Masse. Diese Anpassung

17 Das Zerfallen der Losungsfunktionen in ,,reine** Wasser-
stoffunktionen, wobei die Entartung der Anregungs-
zustdnde teilweise aufgehoben wird, erklirt vollstandig
den beobachteten Dichroismus bei der Absorption.
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hat den Nachteil, dal} sie physikalisch nicht recht
erklarbar ist. Sie schied jedoch fir das Fy-Zentrum
ganz aus, da damit keine brauchbaren Ergebnisse
erzielt wurden. Das liegt daran, dal die effektive
Masse hier nicht als linearer Faktor in die Energie
eingeht wie beim F-Zentrum.

Als naheliegender Anpassungsparameter bietet
sich die Abschirmkonstante des Coulomb-Potentials
an. Die Abschirmung soll der Tatsache Rechnung
tragen, dal} durch das Herausnehmen eines Ions die
umliegenden Tonen aus ihren Ruhelagen ausgelenkt
werden und die Ionenhiillen polarisiert werden.
Dadurch wird das reine Coulomb-Potential ab-
geschwicht, das man der Liicke zuschreiben muifite,
wenn die Ionen starr an ihre Platze gebunden und
die Tonenhiillen nicht polarisierbar wiren. Als Ab-
schirmkonstante verwendet man im allgemeinen
die statische Dielektrizitiatskonstante. Andert man
die Abschirmkonstante so, dal} z. B. die Absorptions-
energie des A,-Ubergangs mit dem Experiment
tuibereinstimmt, so liefert dies wiederum keine
brauchbaren Ergebnisse fiir die anderen Energien.

Wir greifen deshalb auf ein Abschirmgesetz
zuriick, das HAKEN 18 aus seiner Vielteilchentheorie
des Exzitons herleitet. Es fiihrt auf ein Yukawa-
ahnliches Potential fir die Liicke.

In weiter Entfernung von der Liicke ist die Ab-
schirmung mit der statischen Dielektrizitdtskon-
stanten sicher eine gute Naherung. Jedoch ist am
Ort der Liicke ja gerade ein Ion entfernt worden,
hier kann also die statische Abschirmung nicht voll-
stdndig zur Wirkung kommen. Dagegen wissen wir
aus der Béandertheorie, daf3 die Valenzelektronen
nicht streng an die Ionenriimpfe lokalisiert sind.
Vielmehr sind sie tiber den Kristall verteilt. Wir
missen also annehmen, dafl am Ort der Liicke die
Abschirmung durch die Ionenhiillenpolarisation
voll wirksam ist. Legen wir den Nullpunkt in die
Liicke, so mull die Abschirmung fir » = 0 den Wert
& = n? haben. Nehmen wir nun an — in Anlehnung
an die Hakgexsche Theorie —, daB der Ubergang
von €. zu ¢ durch eine Exponentialfunktion gegeben
wird, so erhilt das Potential der Liicke die Gestalt:

1 1 1 e~

er  \e  n? r
wobei der Parameter  ein Maf} dafiir ist, wie rasch
die Abschirmung gegen 1/e geht.

(4.1)

18 H. HAKEN, Fortschr. Physik 6, 271 [1958].

b) Auswertung nach dem Franck-Condon- Prinzip
(s. hierzu Abb. 2)

Nach dem Franck-Condon-Prinzip stellt man die
potentielle Energie U, bzw. U, des Gitters zum
Elektronenzustand n bzw. n” in harmonischer Néhe-
rung als Parabel im Konfigurationsraum der Nor-
malkoordinaten ¢(™ bzw. ¢ dar. Hierauf werden
wir im néchsten Paragraphen noch ausfiihrlich ein-
gehen. Wir nehmen jedoch die wichtigsten Eigen-
schaften dieser Darstellung hier vorweg. ¢® und
¢(™") sind die dynamischen Auslenkungen des Gitters
und Up bzw. U, wurde bis zum quadratischen
Glied entwickelt, so daf3 die Scheitel der den Elek-
tronenzustdnden n bzw. n’ zuzuordnenden Parabeln
an den Stellen ¢ = 0 bzw. ¢(®) = 0 liegen. Sie

U, (q")

Abb. 2. Franck-Condon-Prinzip (schematisch). Die Energie
des Elektrons und damit die potentielle Energie des Gitters
wird im Konfigurationsraum der Normalkoordinaten als
Parabel dargestellt. Elektronische Uberginge werden durch
senkrechte Linien zwischen den Parabeln beschrieben.

sind um a®) = g — ¢) gegeneinander ver-
schoben. Da in der adiabatischen Naherung die
Energie der Einelektronengleichung als Potential in
die Gittergleichung eingeht, sind die Energien A7
und EY der relaxierten Zustinde bei statischer Be-
handlung des Gitters den Punkten ¢ = 0 bzw.
q™") = 0 zuzuordnen. In Folge der Voraussetzungen
der adiabatischen Naherung bleibt das Gitter
wihrend eines elektronischen Ubergangs in Ruhe,
so daB solche Uberginge durch senkrechte Linien
in diesem Bild dargestellt werden kénnen. Im ther-
mischen Gleichgewicht werden sich nun die Gitter-
schwingungen mit maximaler Wahrscheinlichkeit
im Grundzustand befinden, so daB3 die Uberginge,
die zum Maximum einer Bande gehoren, in diesem
Bild im Scheitel der Parabel des Ausgangszustands
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ihren Anfang nehmen. Die Ubergangslinie endet
dann in der Flanke der Parabel des Endzustands. 3 [
Bei einem Absorptionsproze$ ist also nicht nur die ev A,-Anregung des F, Zentrums
statische Energiedifferenz
, A, -Anregung des F, Zentrums
Ey=E} — E} (4.2)
aufzubringen, sondern zusétzlich noch die Energie
AE, die fiir die Umlagerung des Gitters verbraucht F -Zentrum
wird. Es gilt: X Maxima der Absorptionsbanden
E®D) — Eo + AE (4.3) ,‘0 E,
. ) . ) ‘o, Maxima der Emissionsbanden
fiir die Absorption. Entsprechend wird bei der | 2| A\

Emission nicht der volle Betrag von E frei, sondern '3

hiervon ist noch AE abzuziehen. Fir die Emissiony
gilt also: w

EM) — By — AE. (4.4)

max

Den Zustand des Systems, in dem sich das Elektron
schon im Zustand n’ befindet, das Gitter aber noch
in der Gleichgewichtskonfiguration zum Zustand n
verweilt, haben wir in Paragraph 3 als unrelaxiert
bezeichnet:

E®) = EY + AE (4.5)
und in umgekehrter Richtung:
E® = Eb + AE. (4.6)

Die zugehorigen Gitterschwingungen befinden sich
nicht im thermischen Gleichgewicht, so daB} die
anschliefende Relaxation als Herstellung des ther-
mischen Gleichgewichts fiir die Gitterschwingungen
zu verstehen ist.

Fir das Maximum der Absorptions- bzw.
Emissionsbande ergibt sich:

E®) = Ey+ AE = E®) — E®) bzw.  (4.7)

B = By— AB =B — EQ),. (4.8)

In Abb. 3 haben wir die mit dem Potential (4.1)
berechneten Werte fir die Lagen der Maxima der
Absorptions- und Emissionsbanden und fir die
Energiedifferenz E\ zwischen den relaxierten An-
regungszustidnden und dem Grundzustand in Ab-
hingigkeit vom Anpassungsparameter y aufgetra-
gen. Zum Vergleich haben wir die entsprechenden
Kurven fiir das F-Zentrum ausgerechnet und eben-
falls aufgetragen. Wir konnen den Parameter so
wiahlen, dall das Maximum der Absorptionsbande
des F-Zentrums den Wert 2,31 eV hat, wie er beim
Experiment gefunden wird. Bemerkenswert ist,
dal die Kurven fiur die A;- und A4s-Emissions- |
energien fir kleine y-Werte auseinanderlaufen,

°

! L !
305 4 6 8

r(1/d) ———

1
2

Abb. 3. Die Ubergangsenergien in Abhiingigkeit vom An-

passungsparameter y (y in 1/d, d = kiirzester Ionenab-

stand). Die eingezeichnete Anpassung von y = 3.05 wurde
den Rechnungen zugrundegelegt (fir KCl:Na).

wahrend sie fiir wachsendes y vollstindig zur
Deckung kommen.

In Tab. 1 haben wir die sich mit der beschriebe-
nen Anpassung ergebenen Ergebnisse und die ent-
sprechenden gemessenen Werte zusammengestellt.
Dabei wurden die Gln. (4.2), (4.7) und (4.8) benutzt.
Zunichst haben wir ro = 0,98 - 108 cm (Ionen-
radius von Na*) gewédhlt und o« an das Maximum
der A;-Absorptionsbande angepallt. Dieses Ergeb-
nis 146t sich durch Anpassung des Abschneideradius
ro noch verbessern. Dabei wird die richtige GroGe
der Aufspaltung der Absorptionsbanden und das
vollstdndige Zusammenfallen der Emissionsbanden
erreicht. Diese Werte legen wir den folgenden
Rechnungen zugrunde.

Die relaxierten Anregungszustinde haben die
Energiewerte:

Epir = —045eV und Epor = Epzr = — 0,34 V.
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System 7o o Absorption Emission
(d) (d3) Emax (V) Emax (eV)
1. F-Zentrum  ber. 2,31 1.15
2. F-Zentrum  gem. 2,31 1.24
3. Fa-Zentrum ber. 0,312 0,00831 2,32 2,12 1,22 1,17
4. Fa-Zentrum ber. 0,12 0,00745 2,36 2,16 1,22 1,22
5. Fa-Zentrum gem. 236 2,12 1,12

Tab. 1. Die berechneten und die gemessenen Werte fiir das Maximum der Absorptions- bzw. Emissionsbanden des

F-Zentrums und des Fa-Zentrums sind hier zusammengestellt. & und 7y sind auf den kiirzesten Ionenabstand in KCIl

(d = 3,14 - 1078 cm) als Einheit bezogen. Unter 3. wurde als Abschneideradius der Tonenradius von Na* gewihlt. Diese
Ergebnisse wurden durch freie Wahl von 7o unter 4. verbessert.

Der Zustand pir liegt also um 0,11 eV tiefer als die
Zustiande por und psr, wie es eingangs verlangt
wurde, um den leichten Dichroismus bei der
Emission durch die starkere mittlere Besetzung des
Zustands pir erkliren zu konnen. Andererseits
wissen wir aus dem Experiment, dal die Lebens-
dauer der angeregten Zustinde bei 5-10-7sec
liegt 19, was im Vergleich mit der reziproken
Frequenz der Gitterschwingungen (m ~~ 1013sec—1)
eine sehr lange Zeit ist, in der sich tber die Wechsel-
wirkung mit den Gitterschwingungen ein thermo-
dynamisches Gleichgewicht zwischen den drei An-
regungszustinden einstellen kann.

Unser Modell erfillt also alle Forderungen, die
wir in Paragraph 1 aufgestellt haben, um die
experimentellen Ergebnisse befriedigend erkliaren
zu konnen.

§ 5. Gitterdynamik

In diesem Paragraphen wollen wir die Rechnun-
gen von STuMPF und WaGNER? am F-Zentrum
zugrundelegen. Wir wollen sie deshalb, so weit dies
fir das Folgende wichtig ist, kurz referieren.

Den Ausgangspunkt bildet die Gittergleichung in
Schwerpunkts- und Relativkoordinaten20:

N/2

1
ty 2GR eV — 653’} m(ED) =0, (5.1)

Dabei sind M die reduzierte Masse, £ die Schwer-
punkts- bzw. die Relativkoordinaten, as?,;) die
Kopplungskonstanten und & und ¢\ Energie
und Wellenfunktion der Gitterschwingungen. Die
Gitterbewegung ist tiber das Potential bzw. tber

die Kopplungskonstanten an den Storstellenelek-

19 Hierzu s. 3.

tronenzustand n gekoppelt; dies wird durch den
Index n angedeutet.

Wir benutzen im folgenden die durchindizierte
Schreibweise. Nur gelegentlich benétigen wir drei-
dimensionale Vektoren, die wir durch Fraktur-
schrift kennzeichnen. Der Index ¢ bleibt den Elek-
tronenkoordinaten vorbehalten.

Wir bezeichnen mit N die Anzahl der Freiheits-
grade des Gitters und nehmen an, daf} in (5.1) die
Schwerpunkts- und die Relativschwingungen schon
nidherungsweise entkoppelt sind. Wir brauchen
dann nur noch die optischen Schwingungen zu be-
trachten, da nur sie an die Storstelle ankoppeln
konnen.

Die Gittergleichung wird nun auf ein System von
Einoszillatorengleichungen transformiert. Das ge-
schieht durch die Normalkoordinatentransforma-
tion

N2 N2
=S wnd o= SEPED, (52)
k=1 j=1
wobei das orthonormierte Vektorsystem :;'2) der
Bedingung
N2

> a L = Mo I (5.3)
)

genugt.

Nehmen wir nun vollstindige Entartung der
Gitterschwingungen auch fiir verschiedene Elek-
tronenzustinde an, so ist:

o = o) = fir alle k (5.4)
und

~n) __ ') _ ~.
Sik T Sk Sk -

20 Die Schwerpunkts- bzw. Relativkoordinaten sind durch:
i My + x5-1 M- .
i = M. - M s i =i — X1
Ay T -
definiert. wobei 2; die Koordinaten des Gitters im Orts-
raum und M. und M _ die Massen der Ionen sind.

e
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Die Vektoren (;; konnen als Basis in einem N/2-
dimensionalen Vektorraum dienen, wovon wir im
folgenden Gebrauch machen wollen.

Fir das Elektronenproblem definieren wir das
dynamische Potential:

‘V/Z (n) __ =
Vorn = 00 . £ 0 =
k

P = 5:3)
fir das F-Zentrum. &P ist die momentane Aus-
lenkung des Gitters, g ist ein Faktor, der durch die
Zusammenfassung von Auslenkungs- und Polari-
sationsdipolen in e - &M zustandekommt. 2™ und
x; sind die Gitter- bzw. Elektronenkoordinaten.
Wir fithren nun den normierten Vektor (™ ein:

7D = €2 - jn () - [™]1 (5.4)
N2

mit [y ™12 = > et [jn (@")12- (5.5)
k

Dabei ist jp (zx) durch

T — X

Jn(xr) = f]t/)n(r)]‘2 e —1[3 dr (5.6)

definiert. Wenn wir je drei zusammengehorige Kom-
ponenten zusammenfassen, erhalten wir den in (3.2)
definierten Vektor:

Jn(tk) = {jn(xk)}- (5.7)

Der Mittelwert von Vg, erhdlt mit (5.4) die
Gestalt:
N2

0| Vg | 0> =0 y™ > &P 9
k

und entsprechend
Nj2

| Vogn [0 = 0y™ 2§ 0. (5.8)
k

Die Vektoren (™ und #{"" sind in einem N/2-dimensionalen Raum definiert. Sie kénnen daher als Linear-
kombination der Basisvektoren (j; dargestellt werden. Dadurch wird die Transformation der Mittelwerte
des dynamischen Potentials auf Normalkoordinaten moglich. Da wir vollstindige Entartung angenommen

haben, konnen wir das Basissystem so drehen, daf3

n;cn) = Ckl und

) = ay Lk + a2 Caz,

@+ ad = (5.9)

wird, so dafl wir genau zwei Gitterschwingungen an das Stérzentrum ankoppeln.
Bezeichnen wir mit a}c“°°) die Verschiebung der Normalkoordinaten, die sich ergibt, wenn wir das Stor-
stellenelektron vom Unendlichen in den Zustand n bringen, so beschreibt:

Vo=13}M 3 ofal>"
k

(5.10)

die statische Wechselwirkungsenergie in der harmonischen Néherung. Fiir die a{®* bzw. a{®* erhilt man

die Gleichungen:

apor — 2V me) _ 0 p—2,3,..., N2
1 Moz % ; b Bwenrip bl (5.11)
, (n) , () fog
affr =L .a;, af =00 -a,, af"=0, k=3,..,N2.
Wir fithren nun die Normalkoordinatenverschiebung fiir den Ubergang von n nach n’ ein:
agcnn’) — a{r) — agcn’oo) ) (5.12)
M ,
In die Formel fiir die Banden geht jedoch nur der Ausdruck x =3} Ihw % [a{nn")]2 (5.13)
ein. Setzen wir hier (5.12) und (5.11) ein, so erhalten wir:
x— U [aor — 2a{ne) o) 4 afee) 4 gl o], (5.14)
Wir erhalten schlieBlich noch die Gleichung: Awz = 2Tnf [PBa(r) — Bo(r)])2de . (5.15)
Es zeigt sich, daB das Bandenmaximum in guter Niherung durch Emax = E% —ER + hoz (5.16)

gegeben wird, wobei B und EP die Energien der relaxierten Zustéinde sind.
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Fir die Halbwertsbreite 1a8t sich in guter Naherung die bekannte Formel 21

arcoth [H (T)|H

sowie
H(T)=ho[8xIn2{l 4 exp(—
ableiten.

0)2 =ho2kT

holkT)}/{1 — exp(—

(5.17)

holkT)}HV2 (5.18)

Soweit haben wir die WaeNERsche Rechnung und ihre Ergebnisse referiert.

Die Beziehung (5.17) kann man nun benutzen,
um eine charakteristische Gitterschwingungsfre-
quenz wg zu bestimmen, indem man den gemessenen
Wert von H (7') in arcoth (H (T')/H (0))? einsetzt
und dies gegen 1/7T' auftragt Aus der Stelgung der
so erhaltenen Geraden kann dann g berechnet
werden. Von dieser Moglichkeit haben LTy et al.3
Gebrauch gemacht. Es zeigt sich, daBl sich eine
Gerade ergibt, die (5.17) sehr gut bestéatigt. Die
charakteristischen Gitterfrequenzen liegen jedoch
deutlich unterhalb der optischen Grenzfrequenz w,
die bei WAGNER in (5.17) eingeht. Sie sind sogar
fiur die Absorption und die Emission verschieden.
Wir wollen deshalb das Wagnersche Modell so ab-
andern, dall die Ergebnisse in der angegebenen
Form erhalten bleiben — jedoch mit der Frequenz
als freiem Parameter.

Deshalb l6sen wir uns ganz von der Vorstellung,
daf die Storstelle an das optisch longitudinale Spek-
trum des Idealgitters gekoppelt ist. Wir lassen zur
Beschreibung der Gitterkopplung lokalisierte Stor-
schwingungen zu, deren Frequenz erheblich von der
optischen Grenzfrequenz abweicht. Es zeigt sich
am Ende der Untersuchung, dal das Ergebnis in
der gewiinschten Form der Wagnerschen dynami-
schen Theorie entspricht, wobei nur die Frequenz
durch eine Frequenz wg zweier angekoppelter Stor-
schwingungen ersetzt ist. Mit drei Voraussetzungen
sind wir in der Lage, die Dynamik in der genannten

N/2

den—eQ[ZEk ‘Jf‘D

Form abzuleiten:

1. Esexistieren zwei entartete Storschwingungen.

2. Bei einem Ubergang des Elektrons soll sich
die Storfrequenz nicht dndern.

3. Das Storstellenelektron ist in diesem Modell
ausschlieBlich an diese Storschwingungen gekoppelt.

Die Voraussetzungen 1. und 2. besagen nun, daf3
es fiir beide Zustdnde n und n’ in der Menge der
Basisvektoren (% und (7 jeweils zwei den Stor-
schwingungen zuzuordnende Vektoren gibt etwa
&, (W und {8, £, die so gedreht werden kénnen,
dall

ol = of) = o) = o) = oy (5.19)
und
Fo) — Fm) = ~ FOY) — ) — ¢
51 =651 = G 6j, =65 = 6j (5.20)
gilt.

Zunichst wollen wir uns jetzt dem Elektronen-
problem zuwenden. Bezeichnen wir mit Hgtat den
in (2.2) definierten Hamilton-Operator, der die
Elektronenbewegung im statischen Gitter be-
schreibt, so wird der Hamilton-Operator des Stor-
stellenelektrons im bewegten Gitter die Gestalt

den = Hstat =+ den (5-21)

haben. Im Fall des Fs-Zentrums mufl zu dem Aus-
druck (5.5) fiir V4g, noch ein Term hinzugefiigt
werden, der die indirekte Wechselwirkung des
Elektrons tiber den starren Zusatzdipol mit dem
bewegten Gitter beschreibt:

D ist eine Konstante, die aus dem Vergleich mit der statischen Theorie bestimmt werden kann.
Auch hier kénnen wir wieder die normierten Vektoren aus (5.4) einfﬁhren, die jetzt die Gestalt

P = 21 [jael?) + Dnler) - Vi o oty |

N/2

y(n)]z_ze [ @) + DJn(r1) - Va %_ik J“
% 1

N/2 2
’C1|3 "V1 z £k |r1 :’vja} ’ (5.22)
—
—I‘k|3
(5.23)

~9

__rkl'i

bekommen. Damit behilt die Gl. (5.8) ihre Giltigkeit.

21 Siehe z.B. 3 und die dort angegebene Literatur.
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Aus der Voraussetzung 3. folgt nun, daB sich #{ und 175.“') als Linearkombination von (j; darstellen
lassen. Wegen der vorausgesetzten Entartung kann durch Drehung der Vektoren (;; und ;2 erreicht
werden, daf} gilt:

i =, 1= Z AP0, ) =a18p1 + aslre, @i+ ai=1, (5.24)

was formal den Gln. (5.9) entspricht. Damit haben wir die Voraussetzungen geschaffen, daBl auch in
unserem Modell die Gln. (5.10) bis (5.18) formal ihre Giiltigkeit behalten.

Wir haben in (5.10) die statische Wechselwirkungsenergie in harmonischer Naherung angegeben. Sie
muf} mit dem Ausdruck, der sich dafiir aus der statischen Theorie ergibt, identisch sein. Wir entnehmen
ihn GI. (3.3):

22 [pa)Pde — 5 [ [Bale) Vit ar | (5.25)
o]

Setzen wir nun in (5.10) a{®* und a{®*> aus (5.11) ein, so erhalten wir durch Vergleich von (5.10) mit (5.25)
die Konstanten g und D (s. hierzu Anhang IV). Fiir g ergibt sich der alte Wert> und fir D erhalten wir
naherungsweise

D= —uq, (5.26)

was der anschaulichen Erwartung entspricht. Wir gehen auf diese Konstanten nicht naher ein, weil sie fiir
die Rechnung nicht benétigt werden.

Wir erhalten aus dem genannten Vergleich ferner:

[a{*)2 = 7,,—2w§ { f[‘E N2ds — %U PBulr') Vi — Ir — l3 dr’—g} (5.27)

und
o o 2 (2 - 2
[«0*]2 + [a' ]2 = o { ”f[ggn ]2 dr’ _*[fi]g )+ V1 l;‘ :[3 dr ]} (5.28)
SchlieBlich zeigen wir in Anhang IV, daB}

S} oo 27 t/ ’
e = ([ S0t 3[R 2o

{ (1) - V1 If r|3dr]}
(5.29)
gilt. Einsetzen in (5.14) liefert:

pose =7 { [ (at0) = B @27 = 5 ([ o) Vi de = [ Bt T o)),
(5.30)
wobei das erste Integral (5.15) entspricht.

Die Lage des Bandenmaximums wird durch (5.16) gegeben. Setzen wir die Werte fiir %, E} und x aus
(3.11) und (5.30) ein, so erhalten wir, wie wir in Anhang IV zeigen:

B — EY — EB, (5.31)

max u

wobei EY die Energie des unrelaxierten Zustands ist. Die Interpretation der Ergebnisse der statischen
Rechnung ist damit gerechtfertigt.

§ 6. Ensemble-Mittelung muB nun noch die Mittelung iiber alle diese Einzel-

prozesse folgen. Dieses Vorgehen wurde in aller Aus-

Mit der Gitterdynamik haben wir die Voraus- fiihrlichkeit von STUMPF in seinem Buch ,,Quanten-
setzungen geschaffen, um die Absorptions- und theorie der Ionenrealkristalle“4 beschrieben. Wir
Emissionsphédnomene erklaren zu kénnen. Jedoch  wollen nur die wichtigsten Einzelheiten aufzéihlen,
sind alle Rechnungen auf den Einzelprozel3 bezogen. die das Ergebnis plausibel machen sollen. Zunichst
Um die gemessenen Banden beschreiben zu kénnen, muB bei optischen Ubergingen das Lichtquanten-
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feld mit in Betracht gezogen werden. Bei einem
AbsorptionsprozeB z.B. mufl ein von dem Strah-
lungsfeld abgegebenes Lichtquant vom System
Elektron-Kristall aufgenommen werden. Dies ge-
schieht nach dem Franck-Condon-Prinzip. Da die
Besetzungswahrscheinlichkeit  des  Ausgangszu-
standes dieses Systems multiplikativ in die Uber-
gangswahrscheinlichkeit eingeht, sind Ubergiinge
aus dem Scheitel der Ausgangsparabel (s. Abb. 2)
hiufiger als solche aus den Flanken, was die Lage
des Bandenmaximums erklidrt. Denn die Bande
kommt durch die Ensemble-Mittelung, d.h. Auf-
summation der Ubergangsmatrixelemente all dieser
Einzeliiberginge zustande, die auf jeweils dieselbe
Ubergangsenergie fiihren. Die Ubergangsenergie
driickt sich als Differenz der Summen der Oszillator-
quantenzahlen von Ausgangs- und Endzustand
multipliziert mit der Energie eines Oszillator-
quants o zuziiglich der statischen elektronischen
Energiedifferenz Eg aus.

Ennszo+7i(r)Zl?—Zl?' =FEy+houp. (6.1)

Wobei Epny- die Ubergangsenergie, By die statische
elektronische Ubergangsenergie und [, Y die
Oszillatorquantenzahlen bedeuten. Den Wert der
Bande zu einer bestimmten Energie erhalten wir
also durch Summation iiber die Quantenzahlen aller
Einoszillator-Matrixelemente — die Franck-Condon-
Integrale — unter der Nebenbedingung u = const.
Diese Summe wurde von WAGNER exakt ausgefiihrt.
Es ergibt sich:

1
T= (r)”-exp{l_}j xJ-Z‘“z- I,(z)

11/2
mitz— 20, A= exp(—ho/kT)
und (6.2)
oy = ;l - Ky aus (6.1),

k = Boltzmann-Konstante,

I1(z) ist dabei die modifizierte Bessel-Funktion.
Wir haben alle fiir uns unwichtigen konstanten

Faktoren wie z.B. das elektronische Ubergangs-
matrixelement sowie Normierungsfaktoren fort-
gelassen, da wir das Bandenmaximum auf 1 nor-
mieren.

Aus (6.2) erhilt man in guter Nédherung die in
(5.17) und (5.18) angegebenen Gleichungen fiir die
Halbwertsbreite.

Fiir die Berechnung der Halbwertsbreiten und
Banden entnehmen wir wg der Arbeit von Frirz,
Loty und Rauscu3, wo wg nach (5.17) berechnet
wird. Durch Einsetzen in (5.18) erhdlt man fir die
Halbwertsbreite die Ergebnisse, die wir in Tab. 2
zusammengestellt haben. Zum Vergleich sind auch
die experimentellen Werte eingetragen. Man sieht,
daB sich die Halbwertsbreiten fiir die Absorptions-
banden durchweg zu grol und fir die Emissions-
banden durchweg zu klein ergeben. Das liegt daran,
dafB diese Theorie fiir Absorptions- und Emissions-
Uberginge dieselbe Normalkoordinatenverschiebun-
gen ansetzt. Diese werden in der Gro e x zusammen-
gefafit, die mit der Potenz 1/2 in die Formel (5.18)
fiir die Halbwertsbreite eingeht. In Wirklichkeit
miiite x fiir die Absorption kleiner und fiir die
Emission groler sein als berechnet :

Zaps < ¥ << XEm -

(6.3)

Wie nicht anders zu erwarten, liegt das berechnete
2 zwischen den wahren Werten xaps und xgpy . Man
sieht aber, daB3 die mit diesem Modell berechneten
Halbwertsbreiten wesentlich besser mit den ge-
messenen Werten iibereinstimmen als die mit dem
Wagnerschen Modell berechneten.

Mit der Formel (6.2) haben wir die Emissions-
kurven in Abb. 4 berechnet. Die mit dem Experi-
ment vergleichbare Kurve ergibt sich aus einer ge-
wichteten Summe dieser beiden Kurven, wobei die
Gewichte der unterschiedlichen mittleren Héufig-
keit der beiden Zentrenorientierungen Rechnung
tragen missen. Da die beiden Kurven jedoch prak-
tisch zusammenfallen, wird diese Kurve im Wesent-
lichen aus dem Mittel der beiden gezeichneten
Kurven bestehen. Jedenfalls fallen die Kurven-

H(0) in (eV)

Fa1 Fa2 F
ber.2 ber.b gem.C¢ ber.2 ber.b gem.C ber.2 ber.p gem.C
Absorption 0,18 0,27 0.11 0.20 0,29 0,19 0,20 0.28 0.16
Emission 0,22 0,27 0,27 0,25 0,29 0.27 0.24 0,28 0.25

Tab. 2. Halbwertsbreiten:

a berechnet nach unserem Modell, P berechnet nach dem Modell von WAGNER® und ¢ ge-

messen, nach Frirz, LTy und Ravsca3.
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F,,-Bande
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Abb. 4. Die Emissionsbanden des F 5-Zentrums bei 77 = 0 °K
fir KCl: Na.

maxima zusammen, so dafl die Summenkurve nur
ein Maximum besitzt und zwar bei Epax = 1,22 €V.
Dies entspricht ganz der Tatsache, dal} bei der
Emission keine Aufspaltung beobachtet wird.

In Abb.5 haben wir die Emissionsbande des
F-Zentrums im Vergleich zur Fjs-Emissionsbande
aufgetragen. Es zeigt sich die Ahnlichkeit der Struk-
tur dieser Banden. Jedoch ist die F-Bande im
Gegensatz zum Experiment leicht nach niedrigeren
Energien verschoben.

Abb. 6 zeigt die beiden Absorptionskurven des
Fa-Zentrums. Die beiden Maxima zeigen eine Ver-
schiebung von 0,2 eV gegeneinander, was der ge-
messenen Aufspaltung von 0,23 eV gut entspricht.
Wie schon aus Tab. 2 hervorgeht, ist auch die
Halbwertsbreite der Fy;-Bande etwas kleiner als
die der Fy»s-Bande.

SchlieBlich haben wir in Abb. 7 die Fys-Absorp-
tionsbande im Vergleich zur F-Absorptionsbande
dargestellt. Diese beiden Banden fallen nahezu

1

F, -Bande
2

A

F - Bande

I I
A 13 eV

E———

Abb. 5. Die Emissionsbanden des F-Zentrums und der
As-Anregung des Fa-Zentrums bei 7' = 0 °K fir KCl:Na.

zusammen, was dem experimentellen Befund ent-
spricht.

Die Ergebnisse der dynamischen Theorie ent-
sprechen ganz den Aussagen, die wir aus der
statischen Behandlung des Gitters gewonnen haben.
Dies ist natiirlich eine Folge der formalen Aquiva-
lenz der Ausdriicke fir die dynamischen und stati-
schen Energieverschiebungen aufgrund der Um-
lagerung des Gitters nach einem Ubergang.

Unser Modell ging davon aus, dall man das Fj-
Zentrum durch Hinzufiigen eines Zusatzdipols zum
Potential des F-Zentrums hinreichend beschreiben
kann. Wir konnten daraus die wesentlichen Merk-
male des Fj-Zentrums, die Aufspaltung der Ab-
sorptionsbanden und das Zusammenfallen der
Emissionsbanden, aber auch den Dichroismus bei
Absorption und Emission erklaren.

Dariiberhinaus haben wir ein Potential der Liicke
angegeben, da dem Problem besser gerecht wird
als ein mit einer Konstanten abgeschirmtes
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Abb. 6. Die Absorptionsbhanden des F4-Zentrums bei
T = 0°K fiir KCl:Na.

Coulomb-Potential. Dadurch wurde auch die An-
passung des F-Zentrums an die experimentellen
Ergebnisse physikalisch erklarbar.

In der dynamischen Rechnung gelang es schliel3-
lich, die von WaGNER fiir die optische Grenz-
frequenz aufgestellte Theorie der Absorptions- und
Emissionsbanden auf den Fall von Storschwingun-
gen zu erweitern, womit die Halbwertsbreiten der
Banden und damit diese selbst wesentlich ver-
bessert werden konnten.

F - Bande
£, -Bande
2

o5+

1

21 23
E ——

Abb. 7. Die Absorptionsbanden des F-Zentrums und der
As-Anregung des Fa-Zentrums bei 7' = 0 °K fiir KCI: Na.
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Anhang 1
Wir gehen von Gl. (3.1) aus. Durch Ausmultiplizieren des letzten Gliedes erhalten wir:

— 5 [t 271 [ ) (Bl de +er Ir

= _*; [IWn(r,an)|2[(V1f‘B(r') Irrll —:|3 dr’
72€<V1f P(r |r1 ;P d'r’>'fir%_'_:lg* +

=5l [y =i
)

i (T 2
Iz g ]

41 e2 24
‘ [t —

o (ti — ) (X1 —I)Jdr

r’) ~—2ef|1pnr:xn [71

r|3} dr

(B ="
n—r
[tn — '3

Jrdr T [ R0
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Vertauschen wir noch in

—e [ |yn(r,an) |2 [B(') - = ,|3 dv'dr (1.2)

die Integrationsreihenfolge, so erhalten wir die Gl. (3.3), wenn wir die Definition von J,(t") beachten.
In diese Gleichung setzen wir nun die Polarisation aus (3.5) ein und variieren nach ; (t')

b B = o[ o [ 30 + Bu)) a7 — [ 300+ (55 3al) + By (r'))dr’ -
—3[(7 [ (30 + 1)) piw @) — 230 1 [ (53 @) 12 Er .

Bedenken wir, daf3
Vlf‘.E Ir1 . |3 fiB - ViT—% |r1 ” |3 dr’ (L4)

gilt, da S (r’) beziiglich der Differentiation konstant ist, so kénnen wir schreiben:
2n c
‘Siwr)E—a%Is,(r)[ - f<4n n(t) + P (¢’ )

“f\Sn ()~ (4 n(t") + Pa( r))dr —U{( Sa(r') + (Bl(f’))'VIﬁdtl}z (L.5)
— 2 3n(11) f( (r’)+‘131(r')v1 |r1—r|3 }
Ferner gilt:
O, [ (B1(r')) = gradsp, ) f (P1(r')) -  P1(v') und 5»3,(:)[%1 P1(r'), v')d7' ]2
*5‘3.(0”‘1(‘31 (v'), ¢)d7 fa(‘31 t')dr’]
"[fa Pi(r'), v')dr’ - f&‘& (x')- orad%,(t)a (B (x), v')dr’] (1.6)
“2,” (Br(x”), v) - [(OP1(r') - gradg ) a (P ( r),r)]dr”d-r’.

Damit erhalten wir

c

dpor B =" [ (35 3al) + Pr)) - 01 () A% — [Fa(r) - 01 (v de
== %[ {f<4__:5 (') + ‘Bl(’t')) V1 E*—T—Igd‘r"} ‘féiBl (t)- V1 Trﬁ_la } @.7)
a(t2) - [OPL() - Vi —ppw 47

wenn wir die Variation unter dem Integral durchfiihren. Benutzen wir noch daf3

Ja [55131 V1) Ty, —Ila]dt f[“ 5"131r’i3)_3(ﬂ (1 — 1)) (OB () (rn — 1) ]dz'

[t1 [er —7["

= f[(a V1) [n—;rr"l"} OB (v')dr (I.8)

gilt, so erhalten wir:
’ ’ ’ 4n ’ ’ ’
Sy B = [Sa(t') 01 (v)dr +—f<31(r)55131 () dz
= J‘Sn )OPi(v')dr" + “f(dn(rl V1 Irl v la)éqﬁgl ‘ (I.9)

// t,’ II
o [ (5 30+ $00) T e g S| ol
Daraus ergibt sich (3.7).
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Anhang II

Wir wollen zeigen, daf} der Ansatz (3.9) mit der Konstanten B aus (3.10) die Integralgleichung (3.8) 16st.
Wir fithren zunéachst die Integration

I= %) V1 g 47" (IL1)
aus.
| ¥n(r, om) | " y . t—1" n—1
I:f o= ’t%r( YW lr ,,|3 dr”dr = V1 [dr|yn(r, an)|? fdr = T
Nun ist 22
i ﬂ - E’I . 7[;7{’7 — r 1 m— . 1 B
de lrl_tul;; lt“‘t”|3 - fd A - Nllf Nl —4nl~——lr1_r[ -+ const|.
Damit wird
2
F=dis |Tr(1%|)3| (t — 1) dv = 477 S (r2) (I1.2)

und wir erhalten die Integralgleichung in der Gestalt:

’r

Bu) =g o= D3al) Vi oy + 4 [ B) Vi e 47 Vi (L3)
Setzen wir P (r) aus (3.9) ein, so haben wir das Integral

” )
K = f(dn (r1) - V1 |r r”|3> V1 |r1 ﬂgd

zu losen. Das Integral ist iiber den ganzen Raum mit Ausnahme einer Kugel vom Radius ro um v zu
nehmen. Wir erhalten durch Ausdifferenzieren:

KR =R+ K2 (I1.5)

mit

Q \\n(rl) dz”’ " f 7’

N] = ]r r//lG \Sn 1 |r1 /I
und

fo= 3f(tsn(r1) =) T 4

0

Zur Berechnung von &; und R fiihren wir die Nullpunktsverschiebung r = t"" — 1 durch.

\) (&3 r F T2 3 4 U (&3
f1=3n) [ [ [ 15 sinddrdddy = 3% Jn(ry).
0 0 ’
Nun wihlen wir zusitzlich die Iy, (r1)-Richtung — dies ist ja ein konstanter Vektor — als z-Achse.

SY2:3J‘[3n(r1 | - rcos - r(sin & cos ¢, sin # sin ¢, cosz?) -y smz‘}drdﬂd(p

4n 47
= [Jn@)] (0,0, 1) 575 = Jn(rr) 55

Es ergibt sich also:
o . CE N
f=R1+ e =55 Jn(r). (IL.6)

22 H. RAMPACHER, Z. Naturforsch. 17a, 1057 [1962].
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Nun kann die Integralgleichung (I1.3) verifiziert werden. Fiir die Konstante B erhalten wir die Bestim-
mungsgleichung :

B=2"(c—1+4xfB) mit f— 3‘;3, (IL7)
woraus sich (3.10) berechnen laf3t.
Wir setzen nun (3.9) in (3.1) ein
k2 * 27 o~ ’ ~ —v 2 ’
o= — 5. [ %a020) dpn(r,an) o+ J—f({; 3n(¥) + Ba(e) - V1 )
fC\ '.<_C_C" ’ B )dl ezflll’nr,otnl d
— | Jn() |57 In() + BJIa(t1) - V1 lu e T (I1.8)
- '2‘{(](&3“ ") + B3Jn(r1) - V1 |t —_ |3) V1 |r1 v |3 dT)
i ni\ts 2
—2\Sn r)f(r r)_’_B\SH(’CI) v1|r1 rlg) VI l’l rlg dt’ + L%%dt:]
und wenden die Gln. (IT.2) und (IL.6) a
52 . 2 Lam) |2
Ep=— B wo (¢, an) Apn (v, an) dT — %fﬂi@;&—")—'—d
: .
— e [lrmemE ar o [@a)2dr + 4n BEa)P
8
TP B — o [ (3a(@)2dr — 47 B[3a(w)]? (L9}
— 5 [e3n(r1) + 478 BJn (1)) + xe[In(1)]2 + 4 7o B [Jn(11)]2
Zusammenfassen der Koeffizienten fithrt auf Gl. (3.11).
Anhang III
Bei der Variation nach P(r’) ergibt sich die Integralgleichung:
" =i i 1n—1r 1 , o n—rv _ .,
B( ):)_27/./‘§B V1 |r1' r”l3 %! lrll—r|3 =*3n(f)— 25 3n(r1)'V1A|ul_r,l3 =g(r).
(II1.1)

Zunachst fithren wir die Differentiationen aus:

, o PB(r 7 L e 1 N 31 —1) s
"‘“"‘é?f{ln—ﬁ_”("‘ - fa=1") lrf‘—r"ts}‘{’l’ri'—’t'na =+l P ofdr ~(?1(;:)2)

Wir gehen nun zur Indexschreibweise iiber und setzen zur Vereinfachung r; = r. Wir kénnen die Integral-
gleichung in die Form bringen:

Fi-f Z I Z Py(r") By (x")dv” A (v') = ga (v') (IIL.3)
k=1
mit ”
2 6kj xj — Ij” ”
Byt )=——""—"——"—385—"—"(zx — ) (I11.4)
Slem —aPrh (S em — 2 ‘
und
Ap(v) = — {‘7 S —— (ITL.5)
(3 [2m — 2 ]2)'s (2 [2m — 2 ]2)'l

Daraus erkennt man, daB es sich um Integralgleichungen mit ausgearteten Kernen handelt.Wir setzen

3
Ex= [ > Pj(x"") Byj(x")dz” (I11.6)
i=1
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und erhalten das lineare Gleichungssystem P;(r") + ZAHC () éx=gi(). (IT1.7)
k=

Durch Einsetzen erhidlt man, wenn man die lineare Unabhéngigkeit der Zeilen von A4;; beriicksichtigt:

3
Ee+ D Eic =y ' (IIL.8)
=1
3
mit c=[ ZA;, (") By (") dt” (II1.9)
und ye= | Zgj ") Byj(x’)dt” . (I11.10)
Da die Determinante det (0 — cik) (III.11)

nicht verschwindet, erhdlt man keine homogenen Losungen und hat mit
Py(r') = — ZAm(t £k + 9i(Y) (ITL.12)

die allgemeine Losung gefunden.

Setzen wir 4 und g¢; aus (II1.5) bzw. (II1.1) in (ITI.12) ein, so sehen wir, dafl die Losung die in (3.9)
angegebene Struktur hat.

Die ganze Ableitung geschah unter der Voraussetzung, dall die Integralgleichung existiert. Setzen wir
(ITI.12) jedoch ein, so sehen wir, dafl das Integral in v divergiert. Das bedeutet, dafl wir einen Abschneide-
radius einfithren missen.

Anhang 1V
1) Durch Gleichsetzen der Ausdriicke (5.10) und (5.25) ergibt sich:
1 o - 2 7 2
5 M o [af >]2_7 M- M2w4 [y = 2 f[‘JS Nedr — 2 lfqg R [n rlg . (IV.1)

Setzen wir ™ aus (5.23) ein und gehen von der Summe zum Integral iiber, so erhalten wir

1 2 ¢4 . _
T3 5s 3+ D Sal) - Vi | @
2 ,
=2 2% [| %) + BSa() W ﬁ} dr’ (Iv.2)
2 - 2
—5} ‘f*;; Jn(t') + B Jn(r1) - V1 |r1 | V1 |r11 trla T
Durch Vergleich der Koeffizienten von Jn(t) bzw. Jn(r1) ergibt sich:
= 1/,2_: i‘{,:gei (IV.3)
und fiir D die Gleichung: ¢-D@+pD)= —a— X B(l—0). (IV.4)
Setzen wir nach (3.10) B — 22— = (IV.5)
in, so erhalten wi __ 1, 1y/f =B A—oF) .
ein, so e n wir __/3:}:,3 1 — - (1_1_“30). (IV.6)
Die Werte von g und D werden fiir die Rechnung nicht benotigt.
2. Wir wollen nun zeigen, daB (5.29) gilt:
M M 2
“’a - 21 1) — ;’9 ”;’w Y (IV.7)
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mit
1 ed - ~ n—r ,
aleﬁ);Tmy’gf[ n(t') + D+ Jalr1) Vi — Ir p— i3j“:i5n(t)+D'Sn’(rl)'VI'ﬁl_r/lg]dT . (Iv.8)
Durch Einsetzen ergibt sich

ezc

M;uﬁ - 2a{" "™ = -+ {[ 3a (') Sw(v') A7’ + (87 D + 87 B D?) Jn(r1) Jn-(11)}
— 2¢2 { 24 f 8622 Sa(t') Sae(r') A7/ _( +2q —c) B) S (t1) 3n,(r1)] (1V.9)

[ 306 30107 [ [ ) vr = [ [ o) i e ]
wobei (IV.4) beriicksichtigt wurde.
3. Es bleibt noch zu zeigen, dafl aus (5.16) Gl. (5.31) folgt. Wir erhalten durch Einsetzen:

my_ | P& a |\ g B @ el |\
Egnax)_\n 7 I P— ’I”/_\"\_ 2m er  t—ut |/
2 .
— 5 U [Sw(®)12dr’ — [[Su(r)]2d7’}
et (1 + 27 (1= 0) B) {[S (112 — [Sa ()} (IV.10)

+ 5 J[ Sw(t)]2d7’ — 2 [ Ju(v') Sn(v') A7’ + [[Jn(r)]2d7}

— (5 + % (1 — o) B) {I3a ()P — 2 Jur(e1) Sn(r1) + [n(c2) ]2} = BY — B3



